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MATHEMATICS 
KONFORMGEOMETRIE DER VERALLGEMEINERTEN 
SCHOUTEN-HAANTJESSCHEN RAUME. II 
VON 
ARTHUR M06R 
(Communicated by Prof. J. A. ScHOUTEN at the meeting of September 28, 1957) 
§ 3. Die pseudokonforme Ubertragung 
Definition II. Die Transformation eines Raumes ffi,. in einen Raum 
ffi,. wird konforme Transformation genannt, falls die metrischen Grund-
tensoren miteinander durch die Relationen 
(3.1) a=a(x,u) 
zusammenhangen. 
Definition III. Der Tensor T•ik wird einen pseudokonformen Tensor 
vom Gewicht h genannt, falls er sich bei einer Transformation (3.1) nach 
dem Gesetz: 
(3.2) 
* transformiert, wo T"1k einen Tensor bedeutet, der von a, "CJka unabhangig ist. 
* 1st insbesondere T•1k= 0, so ist T'1k ein relativ-konformer Tensor vom 
Gewicht: h. 
Wir werden jetzt die Transformationsformeln der Grundgrossen an-
geben. Aus (3.1) und (0.2) folgt: 
(3.3) 
Fiir g hat man nach (3.1): 
(3.4) ~-dtJ~ I 2'11<1 g = e g;,k =e g. 
Nach (1.1) wird dann: 
( ) 2 -a £ a ,,- = e ,r-:. , 
f gP Yg'P 
Fiir den Einheitsvektor l besteht so im kovarianten, wie im kontra-
varian ten Fall: 
(3.6) 
Diese Grossen sind also relativ-konforme Grossen. 
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Die Torsionsgrossen sind pseudokonforme Grossen. Aus (3.4) und (1.4) 
folgt (vgl. auch die Operation (1.5)): 
(3. 7) A•= e-. a (A'+nal!'), A,= ea (A, +naJJ,) 
und aus (1.3), (3.1) und (3.3) bekommt man: 
(3.8) 
Wir beweisen den folgenden 
Satz 3. Ist der Tensor 
nach einer konformen Transformation (3.1) von a unabhangig, so ist entweder 
np= I, oder a hangt nur vom Orte x' ab. 
Beweis: Nach den Formeln (3.6)-(3.8) ist: 
(3.9) lJik = Ajk-pl/ Ak=Aoik-pli Ak+(l-np) liaJJk 
und das beweist unseren Satz. 
In einem S-H-Raum ist J3ik ein Nulltensor. Aus dem Satz 3 folgt also, 
dass aus einem S-H-Raum nach einer Transformation (3.1) im Falle 
np =I= 1 nur ·dann wieder ein S-H-Raum entsteht, falls aJJk= 0 ist. In einer 
etwas veranderten Form kommt diese Behauptung auch bei R. S. CLARK 
vor (vgl. [I] § 2.). 
Auf Grund der Gleichung (3.9) konnen die S-H-Raume mit Hilfe der 
konformen Transformationen (3.1) charakterisiert werden. Es besteht der 
Satz 4. Folgt aus aJJ,.=O "die Relation Jiik=O, so sind ffl,. ·und at,. 
S-H-Raume. 
Beweis: Nach (3.9) ist jetzt 
(3.10) 
Auf Grund des Satzes 1 undnach (1.12) folgt aus (3.10) unsere Behauptung. 
Nun wollen wir die Transformationsformeln der tJbertragungspara-
meter bestimmen. Aus (2.18), (3.6) und (3.8) wird: 
(3.11) 
Aus dieser Gleichung folgt, dass Jirsik und nach 
H" J{ik - 15• ~. ik zm- I Um 
auch der Tensor Kik1m von a und (Jka unabhangig sind. Durch eine Reihen-
entwicklung nach Potenzen von aJJk wird aber der Tensor Kikzm die Form: 
(3.12) - ik ik * "k K zm=K zm+K'zm 
* haben, wo Kik.,. einen von aJJ• abhangigen Tensor bedeutet. 
105 
Aus den Formeln (2.20), (3.1), (3.6), (3.7) und (3.12) folgt, dass nach 
einer konformen Transformation 
(3.13) 
bestehen wird, wo I:rk einen von oka und a[[k abhangigen Tensor bedeutet. 
Beniitzt man jetzt (2.16) fur die Ubertragungsparameter F\ik' und 
beachtet man, dass nach (3.8) 
(3.14) 
ist, so wird nach (3.13) F*iik die Form: 
(3.15) (ab) T~* _ zar* + za{ ± -a A~ r" + ··k } iik-e iik e giiak e ii .:..rk <~J > 
haben, wo 
(3.16) 
offenbar einen kovarianten Vektor bedeutet. 
Nun iiberschieben wir (3.15) (a) mit zi, bzw. (3.15) (b) mit fi, dann 
beachten wir (3.13), so bekommt man: 
(~) I:rs firsik = li ak ± lk ai =t= gik ao, 
woraus 
(3.17) 
Substituiert man 1:1m von der Formel (3.17) in (3.15), beachtet man 
(3.14), so bekommt man nach Heraufziehen des Index ,j" fiir F{ik die 
Formel: 
(3.18) 
wo D/k" ausser den Grundtensoren von ffin, noch von a[[k abhangig ist. 
Urn die Transformationsformel der Ubertragungsparameter L*/k 
bestimmen zu ki:innen, nehmen wir an, dass 
(3.18*) 
bestehen. Da offenbar auch Xiok = 0 giiltig ist, so erhalt man aus (2.25) 
und (3.18): 
(3.19) L~*i -L*i +Dis i k- i k i k a •. 
Die Bestimmung der Transformationsformel der Ubertragungspara-
meter M*iik ist schon viel einfacher. Aus (2.24) und (3.8) folgt, dass 
P1 die Form 
haben wird; nehmen wir dann noch an, dass 
(3.20) - _ 3a fhiik - e fliik 
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ist, so folgt aus (2.27) und (3.8): 
(3.21) 
Nach (3.21) ist also M*iik ein pseudokonformer Tensor vom Gewicht 3. 
Die Forme! (3.19) stimmt formal mit der Forme} (3.3) von [I] iiberein, 
doch hangt bei uns oN von ajjk ab. 
Aus (3.19) und (3.21) kann eine pseudokonforme Ubertragung abgeleitet 
werden, wenn ajjk vorgegeben wird, und wenn a, durch einen Vektor tX8 mit 
dem Transformationsgesetz : 
(3.22) 
ersetzt wird. 
Der · pseudokonforme tJbertragungsparameter hat also die Form: 
* (3.23) A/k=Liik+ON1X1• 
* Die Existenz von Fk hat zur Folge, dass Alk bei einer Transformation 
(3.1) sich hochstens urn ein allein von ajjk abhangiges (von ak aber un-
abhangigen) Glied vermehrt. · 
Eine pseudokonforme kovariante Ableitung eines relativ-konformen 
Tensors T'i vom Gewicht: h ist durch 
(3.24) 
festgelegt, wo Yk einen Vektor mit. dem Transformationsgesetz: 
* * (3.25) ?\=yk-ak+ Fk, 
* bedeutet, und Fk allein von ajj~ abhangig sein kann. Wegen der Existenz 
* von Fk und Fk wird bkTii das Transformationsgesetz (3.2) befriedigen. 
* Falls F, = F;, = 0 ist, so ist b"Tii ein relativ~konformer Tensor vom 
Gewicht: h. Urn die vollstandige Bestimmung der tJbertragung, miissen 
wir einen Vektor IXk und einen Vektor Yk konstruieren, die (3.22) bzw. 
(3.25) befriedigen. 
Verwenden wir die Operation (2.7) im Faile (a) auf den Einheitsvektor 
l;, und im Faile (b) auf den Einheitsvektor li, so wird: 
(3.26) 
(3.26) 
(a) (!;,(d) def wk (d) (bf+Miok) = dl; -Li,kdxk, 
(b) e;, (d) der wk (d) (b~-M:;k) = dli+L:ikdxk. 
Auf Grund von (3.6) und (3.19) bekommt man aus der Forme! (3.26): 
(a) Q;, (d)= e" { dl,+ l;, (okadxk+ ajjkdlk) --Li,kdxk-Oiok1a1dxk}, 
(b) (li(d) = e-"{ dli-[i (okadxk + ajjk'dlk) +L:ikdxk +oN a1dxk}. 
Substituiert man dl;,, bzw. dli aus (3.26), zieht man noch im Faile (b) 
den Index ,i" ab, so erhalt man fiir Q;,(d) eine Form: 
(3.27) (~) Q;,(d)=e"{e;,(d)+F;,k1a1dxk ± l;,ajlkedd)}, F;,k1=F;,k1(ajj'). 
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Nehmen wir an, dass 
Fio1 Qi; = 15~ 
auf Q'; losbar ist, setzen wir dann in (3.27) dxl'=lkds, so folgt aus der 
Formel (3.27), dass 
die Transformationsformel (3.22) befriedigt. Wir bemerken, dass ebenso 
wie in (3.23) Of,/ im allgemeinen von ai!k abhangig, von ak dagegen 
unabhangig ist. 
Fiir die Konstruktion eines V ektors Yk mit dem Transformationsgesetz 
(3.25) beachten wir, dass nach (3.4) 
.!.log v'U=a+ .!.log Vfj 
n n 
besteht. Auf Grund dieses Transformationsgesetzes und nach (3.6) und 
(3.7) folgt, dass der kovariante Vektor 
def 1 v- * * (a) Yk = - - (~k log g +At Atok- AA), 
n 
die Formel (3.25) befriedigen wird. 
Berner kung: Y~: ist ein Vektor. Bei einer Koordinatentransformation 
x'=x•(x) transformiert sich nahmlich "ilk log Vg nach der Formel: 
() .~ ()' ()log Vg ()xr 
()X'< log vg= ()xk1ogL1 + ~ ()Xk, Ll=detl~:l 
Vg ist nahmlich eine * und Alk eliminiert eben das Glied ~/~i} log L1. 
Skalardichte vom Gewicht: 1.-
Wir wollen jetzt einige Eigenschaften der pseudokonformen kovarianten 
Ableitung feststellen. 1st ajjk=O, so kann der Vektor Yk durch den Vektor 
IXk ersetzt werden. Es ist nahmlich bei der Bedingung ailk=O: 
und die Transformationsformeln von !Xi und Y• stimmen dann iiberein 
(vgl. (3.22) und 3.25)). Wir werden diesen Fall in § 5 naher untersuchen. 
Der Zusammenhang zwischen den Operationen (3.24) und (2.12) ist 
nach (3.23) durch 
(3.28) !5k T:. =Dk T:. +T:. :~0,\1 IXt+hT:. Yk 
festgelegt. Fiir den metrischen Grundtensor besteht nach (2.14)): 
(3.29) 
1st !5kYii = 0 giiltig, so folgt .auch (jkli = 0. Diese Relation kann auf Grund 
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von (2.28) und (1.6) nach einer Kontraktion von (3.29) mit l'li bewiesen 
werden. 
Wir gehen jetzt zur Bestimmung eines pseudokonformen invarianten 
Differentials tiber. Da die Operation (2.13) nach (3.21) eine pseudokonforme 
Operation darstellt, wird 
(3.30) 
ein pseudokonformes invariantes Differential bestimmen, falls vk(d) ein 
solches von lk ist. Nehmen wir an, dass tJkgii = 0 ist, dann hat man- wie 
schon bemerkt werde-auch (Jkli=O, somit wird aus (3.30) 
1 
tJ li= Dklivk(d), 
die nach (2.29) im Faile v0 = 0 in 
tJlk= vk (d) 
iibergeht. Ein pseudokonformes invariantes Differential vi(d) kann aus 
(3.27) bestimmt werden. Zieht man in (3.27) den Index ,i" hinauf, so 
sieht man dass 
(3.31) 
ein entsprechender Vektor ist, fiir den auch v0 =0 besteht. 
Die pseudokonformen Kriimmungstensoren bekommt man am ein-
fachsten, wenn man die Ricci Identitaten der durch (3.24) angegebenen 






bedeutet. Bei der Berechnung von (3.32) haben wir l!kl;, aus der Formel 
(2.28) bestimmt. A,"1k ist der pseudokonforme Kriimmungstensor. 
§ 4. Der Fall Aoik = l;,Bk 
Die Klasse der verallgemeinerten S-H-Raume deren Torsionstensor die 
Relation 
(4.1) 
befriedigt, wo Bk einen kovaria;nten Vektor bedeutet, bildet die unmittel-
bare Verallgemeinerung der S-H-Raume. Wir wollen in diesem Para-
graphen diese Raume untersuchen, da diese Raume einen Charakter 
haben, der den S-H-Raumen sehr ahnlich ist. 
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Der Raum m,., fiir den (4.1) besteht, ist nicht notwendigerweise ein 
S-H-Raum. Nach unserem Satz l. wird m,. mit einem S-H-Raum nur 
im Faile Bk = pAk iibereinstimmen. Es kann aber Ieicht gezeigt werden, 
dass ausser den S-H-Raumen auch andere Raume existieren, fiir die 
( 4.1) giiltig ist. Es besteht der 
Satz 5. 1st y,1 der metrische Grundtensor eines S-H-Raumes, so wird 
(4.2) A=A(x,u) 
einen verallgemeinerten S-H-Raum m,. bestimmen, fur den (4.1) gultig ist. 
Die konforme Transformation (3.1) von m,. transformiert diesen Raum in 
einen Raum 9t,. von selben Typ. 
Beweis: (4.2) ist im wesentlichen eine konforme Abbildung eines 
S-H-Raumes; es ist aber jetzt O'=log VA. Wir ki:innen also die Formel 
(3.8) beniitzen. Bezeichnen wir den zu Yii gehi:irigen Torsionstensor mit 
a,1k> den Torsionstensor von m,. mit A,ik• so wird man aus (3.8) nach 
einer Kontraktion mit l1 = er!f1 die Relation 
(4.3) Aiok = Aoik=e2a(aoik+l,O'IIk), a=log VA 
bekommen, wenn l1 bzw. ~ der Einheitsvektor von m,. bzw. des S-H-
Raumes bedeutet. Da aiilt der Torsionstensor eines S-H-Raumes ist, hat 
man: 
Substituiert man nun den erhaltenen Tensor in (4.3), so wird: 
Awk=l,Bk, Bk=ea(pak+allk), a=log VA, 
womit die erste Behauptung des Satzes bewiesen ist. Nach einer konformen 
Transformation (3.1) folgt auf Grund von (4.1), (3.6) und (3.8), dass 
(4.4) Aoik = e2a (l, Bk + l, O'llk) = ea 4 (Bk+ a Ilk) 
besteht. Das beweist den zweiten Teil von Satz 5. 
Aus (4.4) folgt auch das Transformationsgesetz des Vektors Bk. Es ist 
(4.5) Bk= ea (Bk+ ()'Ilk). 
Die Vbertragungsparameter F£1k ki:innen ebenso bestimmt werden, wie 
in den S-H-Raumen (vgl. [5] § 2, oder fiir die explizite Formel: [1] 
Gleichungen (1.7)). Aus unseren Gleichungen (2.24) und (4.1) bekommt 
man fiir 1'1 die Formel: 
(a) I't=bhl1B', (b) 1'1=l5:-l1B' 
da nach (4.1) offenbar B 0 =0 ist. 
Die allgemeinen metrischen Ubertragungsparameter werden somit 
nach (2.25) und (2.27) die Form: 
(4.6) 
(4.7) 
L*,;k= Fi;k+A,/ Atok+A.;;k 
Mi;k =A,{ (Yrk + l-'rok) + 1-'iik 
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haben. Die Bedingungen (2.3) und (2.4) konnen am einfachsten durch 
die Annahme 
fliio= 0 
befriedigt werden, da nach ( 4.1) B0 = 0 ist. 
Die Transformationsformel von T* iile kann nach einer Transformation 
(3.1) in ungefahr ahnlichen Schritten bestimmt werden, wie im § 3 bei 
dem allgemeinen Fall. Die Gleichungen (3.13)-(3.16) sindauchjetztgiiltig, 
nur bei der Bestinimung von E,~e konnen wir hier etwas anders verfahren. 
Nach einer Kontraktion von (3.15) mit V bzw. V bekommt man nach 
(3.13) die Gleichung: 
(4.8) (a) ~ik=2l<;,O'~e)-gikao+(2i<,.B-!5L,-e-a.J',{l1) bt 
(4.8) (b) ~ik= 2lriO'IeJ+YmO'o-(2~,.B-!5LJ-e-a A,{lt) ~rt· 
Nach einer Kontraktion mit lie kpnnen wir aus (4.8) 1:,0 durch ]}- 1:,,. 
ausdriicken und somit aus ( 4.8) eliminieren 10). 
Jetzt iiberschieben wir (4.8) mit iJi, so wird 
(~) .B- l.rt(Hkt_ileD)= ±l~e.B-a,~ e-2a B~e0'0~ e-a(ijkt-!5L)a1, 
wo 
fi~et= ~+ ii•J..kt = bL+ (B"+ ail") (As~c1 +Y.~eali 1) 
bedeutet. Nach einer Kontraktion mit K\(~+lJP), wo Kk; durch das 
Gleichungssystem 
H- 'K~k _.llt le ;-u; 
bestimmt ist, bekommt man: ffr E,., und aus (4.8)-nachdem 1:,0 durch 
]}- E,k ausgedriickt wurde-auch E,k. Auf Gmnd von (3.15) erhalt man 
dann die gesuchte Transformationsfromel von LZ~e, die auch jetzt die 
Form (3.18) haben wird, falls (3.18*) giiltig ist. 
Der tJbertragungsparameter M#~c wird nach den Formeln (3.8), (3.20) 
und (4.7) dem Transformationsgesetz 
(4.9) 
geniigen. Nehmen wir an, dass neben der Bedingung (3.18*) auch ftro~e= 0 
besteht, so kann statt des Vektors (3.26) der Vektor ro, fiir die Kmi.-
struktion eines Vektors IX;, mit dem Transformationsgesetz (3.22) benutzt 
werden. 
Nach (4.7) und (4.9) hat man: 
(4.10) 
10) Im Faile (b) werden wir fur l:ro eine Formel von der Form 
l:ro = -a,+ eafit.rtr + l,( ... ) 
bekommen, wo aber die Glieder l,( ... ) nicht beachtet werden mussen, da sie im 
folgenden ausfallen werden. 
Ill 




(a) (~1-M*;"•), (b) (~1 + M* /,) 
.(a) w1(d) = (~j -Mi 0') (dl,-L:ok dxk), 
(b) wi(d) = (~~+ M:i,)(dl' +L*o'kdxk). 
Bedingen wir jetzt die Relation dxk = lkds, so bekommt man nach ( 4.10) : 
(a) W.(d) ro•(d) - {l t <.ll• z Br z II'>} d8 --a:;- -at i- Droo u,- i - ia , 
wo a1 wegen (3.18*) durch die Formel (3.16) bestimmt ist. Ziehen wir 
im Faile (b) den Index ,i" ab, so bekommt man in heiden Fallen eine 
Relation von der Form: 
Ist nun fJ'; -rm,= ~'/'. so folgt aus unserer letzten Gleichung, dass wJ3'1 die 
Transformationsformel (3.22) befriedigt w.z.b.w. 
Die Operation (2.13) ist pseudokonform. Da wegen (4.1) und ftoik=O 
aus der Formel (4.7) die Relation 
M:U. = MZ,k = li Bk 
folgt, wird jetzt nach (2.13) und (4.7) 
1 
Dk~=~llk+Mf'k~• Mf'k=A/k+~-t/'k 
bestehen. Aus dieser Operation kann eine relativ-konforme Operation 
konstmiert werden. Aus ~=e00~ folgt namlich 
somit ist nach (4.5) 
(4.12) 
1 - 1 Dk~ =e!h+ 1la(Dk~+ (h+ I) a Ilk~) 
1 1 
~k~=Dk~'-(h+ I) Bk~' 
ein relativ-konformer Tensor, vom Gewicht (h+ 1). 
Zur Forme! (4.12} lasst sich im Faile L*uk=O, also z.B. in den Analogen 
der Minkowskischen Raumen, ein absolut invariantes konformes Differ-
ential konstmieren, falls ak= 0 ist 11). Es wird 
( 4.13) 
falls ~ ein relativ-konformer Vektor vom Gewicht h ist, die· folgende 
Relation befriedigen: 
(4.14) ~'§i=eha~~. 
Die Operation (4.13) ·lasst also den konformen Charakter der Tensoren 
invariant. 
11) Wenn F*iik=O ist, so ist z. B. ak=O, falls a nur vnn u•, bzw. u, abhii.ngt. 
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Die Relation (4.14) kann leicht bewiesen werden. Wie wir schon bemerkt 
haben, ist (4.12) em relativ-konformer Tensor vom Gewicht: (h+ 1). 
So mit besteht: 
Aus (4.11) folgt auf Grund von (4.10): 
(Vk (d) = e- a wk (d) + e- a lk ( ... ) 
Aus den heiden letzten Formeln folgt schon die Relation (4.14), da nach 
1 
(4.12) (()k~W= 0 ist. 
§ 5. Absolut-konforme Ubertragung 
Definition IV. Eine Ubertragung (3.24) mit den Ubertragungs-
* .. 
parametern Alk wird absolut-konforme Ubertragung genannt, falls die 
Ubertragungsparameter von allk unabhangig sind. 
Eine solche tJbertragung bekommen wir, falls die Funktion a von den 
u unabhangig ist. Wir wollen diesen Fall, der die umittlebare Verall-
gemeinerung der Untersuchungen von R. S. CLARK bildet (vg.l [1 )), 
naher betrachten und seine Abweichung von dem pseudokonformen Fall 
bestimmen. 
Pseudokonforme Tensoren existieren in diesem Faile nicht. Die Grund-
tensoren gii' Aiik' Ai, li, Hrskm' Kiitr' Ji1, Miik sind jetzt alle konform-
metrische Tensoren, wie das aus den entsprechenden · Formeln von § 3 
unmittelbar verifiziert werden kann. Dabei bedeutet konform-metrischer 
Tensor einen solchen relativ-konformen Tensor, fiir den das Gewicht 
h = r- s ist, wo r die Zahl der kovarianten, s die der kontravarianten 
Indizes bedeutet. Nur .Aiik ist nach der zweiten Relation von (3.18*) 
nicht ein konform-metrischer Tensor, sondern ein relativ-konformer 
Tensor vom Gewicht: 2. 
Nach der Formel (3.16) und (3.25) wird jetzt 
und nach (3.22) und (3.25) 
Da Yk in diesem Faile dieselbe Transformationsformel hat, wie cxk, kann 
also in der Formel (3.24) der konformen Ableitung statt Yk der Vektor cx1, 
gesetzt werden. Somit wird: 
(5.1) 
Fiir die Konstruktion cxk konnen wir jetzt ebenso wie in den S-H-
Raumen (vgl. [I] § 4) den Vektor wk(d) anwenden. Driicken wir aus 
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(3.26) mittels einer Kontraktion im Faile (a) mit (b}-M{oi), bzw. im 
Faile (b) mit ( b{ + M:i,) den V ektor wk a us, so wird: 
(a) wdd) = (b};,-M:or) (dl,-L*rokdaf'), 
(b) wk(d)= (b~+M:k,) (dl• +L*;kdxk). 
Berechnen wir nun aus dieser Formel wk(d), so wird wk fiir dxk=lkds 
die Form 
(5.2) 
haben, wo F'k einen von a;, a unabhangigen Tensor bedeutet. Ist nun 
F'kQkm=b:n 
auf Qkm losbar, so folgt, dass wkQkm fiir tXm gewahlt werden kann. 
Fiir das invariante Differential des Einheitsvektors lk kann statt (3.31) 
nach der Formel (5.2) der Vektor: 
(5.3) 
gewahlt werden; (3.30) ergibt dann auch im Faile allk= 0 das konform-
invariante Differential. 
Die Kriimmungstensoren (3.33) werden auch hier dieselbe Form haben. 
Wenn aber in der Formel (3.24) der konform-kovarianten Ableitung statt 
Y~r der Vektor tXk gesetzt wird, so wird auch in (3.32) Yki einen anderen, 
Tensor bedeuten. Es wird statt (3.32*) 
* * Yki= 2()!k1Xil + 2tX!i:l~l Al•l1kJ- 2tX,A!k1iJ 
bestehen. 
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